Ulohy Skolskej matematiky, ktorych rieSenie mam rad
DuSan JedinakTrnavska univerzita v Trnave

Priznanie

Mozno sa niekomu zda, Ze vSetko, aj v Skolskajematike, ma byprisne
objektivne, bez wahu ku konkrétneméioveku, akési sterilné, suché. Ponukam
ukazky rieSeni Skolskych matematickych uloh, kimié¢obia osobné poteSenie,
subjektivnhu radas TeSim sa, k& nimi méZem odhova’ zaujimavy
mysSlienkovy postup charakteristicky pre matemati@da@umentaciu. Takéto
Ulohy su pre mia uz svojim zadanim Zivé, intelektualne pésobivetoSpriklady
primeranych matematickych dloh (povedzme pre s#ledldkov), ktoré &itel
poétov a merby, mdZe vnimiaako ozdobu svojej pedagogicko-didaktickej
¢innosti.

Zaujimava vlastnos t’ pytagorovskych é€isiel

Uloha: Dok&zte, ze platiJa, b,cON; a®+b’=c* = 5/(@a. b.c)
RieSenie:
Predpokladajme, ze plati negacia dokazovanéhortiade
Oa,b,cON; a+b?’=c®> 0 5nedeli &b.c).

Pre druhé mocniny prirodzeny¢fsiel a ich delitBnog’ piatimi plati, ze zvysSky
po deleni piatimi su tieto:

(5k)> = 28¢ = 5.(%°) = zvy3okO

(5k + 1F = 28¢ + 1k + 1= zvy3ok 1

(Bk + 2¥ = 259¢ + 2k + 4= zvy3ok 4

(5k + 3F = 28¢ + 3k + 9= zvy3ok 4

(5k + 4Y = 298¢ + 40k + 16= zvy3ok 1

Je zrejmé, ze kazda druhd mocnina prirodzerig$ia dava pri deleni piatimi
zvySok 001004 .

Ak 5 nedeli & .b. 9 = 5 nedeliall 5 nedelib 005 nedelic, tedaa, b, ¢ su
tvaru bu’ 5k + 1 alebo B+ 2 alebo K+ 3 alebo k+ 4 apo umocnenf /
maju vzdy zvySok 114.

Potom a® + b®> méze méd zvysky 50 8 O 2, tj. a®> +b* mbdze md po
vydeleni piatimi zvysky @ 30 2, ¢ moZze mazvySok 10 4 .

Teda vzdy a® + b*> # ¢?, ale to je spor s predpokladom. Nasa predpokkdan
negacia dokazovaného vyroku neplati, tak plati kygovodny, ktory sme mali
dokéaza.



Zmena na priamy dbokaz:
Nech prea, b,c 0N plati & +b*=c? teda na kaZdej strane rovnosti musi by
rovnaky zvysSok véi delite’nosti 5 (mozné su len 0, 1, 4), to znamena jedrotli
zvysky, ktoré vyhovuju su:

bu¢ 1+4 = 0= 5 \
alebo 4+1= 0= 5

alebo 0+ 0= 0= 5a05b5/c
alebo 0+1 =1= 5/ > = 5/@.b.c)
alebo 1+0 =1= 5b

alebo 0+4 =4= 5/a

alebo 4+0 =4= 5hb )

Prirodzenécisla a, b, ¢, ktoré vyhovuji vPahu & + b? = ¢

pytagorovskérojice ¢isiel.

. volame

Moznosti pre milién

Uloha: Korko usporiadanych trojic priro%szenych;el X, Y, z vyhovuje vrahu
X.y.z=10 ?

RieSenie:
10° mdZeme rozlo¥ina sin prvosisiel: 16=2°. 5.
Hradany rozkladx .y . z= 10 mézeme ,vidié" takto:

22.9).(2.5.(F.5)=2.%

tj, x=22.%, y=2.5, z=2.5 tak, abya+b+c=6
atiez p+q+r=6, kdea, b, c, p, g, r su nezaporné cetésla.

Kor'ko je moznostiprea+b +c=6, aka,b,cl{0,1...67?
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Ak sme si to systematicky rozpisali, dostanemen@8nosti
(alebo kombinatoricky pri predstave: & 1 J_‘LAJ_‘L G(8) = P, 4(8) = 28).

Taky isty p@&et je ajpre p+q+r=6.

Pretoze ku kazdej trojidja, b, ¢ existuje iny vybefp, g, 1 , je p&et vSetkych
moznosti prex, y, z rovny 28 .28 =784.



Predstava, odvodenie, dbkaz

Uloha: Na aky pdet ¢asti rozdelh vzajomne réznobeznych priamok, z ktorych
Ziadne tri neprechadzaju jednym bodom, danu rovi@d®@vodnite a dokazte
tento vz’ah.

RieSenie:
A. Predstavme si problematiku postupmej¢ paiet priamokp(n) je paietcasti
roviny}

n=1 /////// p(1) =2

n=2 p(2) =4
n=3 PR)=4+3=7
n=4 p(4) =p(3) + 4

k pbvodnym siedmindastiam pribudli 4 nové, nova priamka bola pévodnymi
tromi priamkami rozdelena nacésti a kazda prispelad@alSiemu ,rozpoleniu”

n p(n) = p(n-1) +n

pretoze pridanim - tej priamky k - 1) pévodnych priamok, ga- ta priamka
rozdelin - 1 priesénikmi s pévodnymi priamkami na ¢asti a kazda z nich



prispeje k ,rozpoleniu®, teda k pévodnémupocasti p(n- 1) sa pridaven

novychcasti.

Ak s¢itame
pL)=2=1+1 )
p(2) =p(1) +2
p(3) = p(2) +3 >
. +

p(n) =p(n-1) +n

dostaneme
p(l) + p(2) + ...... pA) =1+ p(1) +......... p(n-1) + (+1).n/2
|o(n)=”22+ 41
_n®+n+2
p(n) = 5

B. D6kaz matematickou indukciou:
l.pren=1 je p(1) =2, vrah plati
2. nech vgah plati pren =k, t.].
k*+k+2
P =<5
pre p(k+1) = p(k) + (k+1) odvodime

k2+k+2+ _ K +k+2+2k+2 _K*+3k+4_ (k+D*+(k+D+2

k+1) =
p(k +1) 5 5 5

k+1

iy = 1D D2

teda vrah plati aj pren=k+ 1. Zaver:. pre kazdallN plati

n*+n+2
p(n) = >
Vhodnou Uvahou sme odvodili a dokazom sme sa pdéidiy Ze n priamok,
z ktorych Ziadne tri neprechadzaju jednym bodomgeti danu rovinu na
n“+n+2

dasti.

Jablka pre deti

Uloha: Korko je roznych moznosti pre rozdelenie Slaoom de'om, ak zalezi
len na pie jakk pre jednotlivé deti?



RieSenie
A. rozpiSme systematicky jednotlivé moznosti pregelivé deti A, B, C :

A B C

pocet O 0-8 ¢o zostane 9 moinosti\
1 1-7 ¢o zostane 8 moznosti
2 2-6 ¢0 zostane 7 moznosti >
8 0 0 1 moznbs D

stitanim vSetkych moznosti dostavamecqials.

B. Ak si ozn&ime kazdé jablko menom d&’a, ktorému ho chceme Jdak
dostaneme napr. A AB B C C C C, teda jednotliogkinacie 6smej triedy
z troch prvkov s opakovanim. Ichqa je C,(3) = (NJ = [mj = 45.
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C. Osemqjawfk mozZeme oddelidvomi znakami na tri skupiny (pre A, B, C),
napr.OOAOOAOOOQO , takych moznosti je I&o, ako rozmiestii
dve zn&y na 10 poli, t.j. C, @0 = 45.

D. Predchadzajuci get moznosti moézeme dit’ aj ako pdet moznosti rozdeli
dva druhy prvkov s @gtom 8 a 2 do 10 paiok, t.j. ako pdet permutacii 10

prvkov s opakovanim z dvoch druhov gtpm 8 a 2 prvky:|:>'8'2 (LO) =45 .

RieSenie ulohy nam umoznilo potifioznatky o kombinaciach bez opakovania
i s opakovanim prvkov, aj vah pre poet permutacii s opakovanim prvkov.

Roky plynu, vazeni ...

Uloha: V ktorom roku devatnasteho stéi@ sa narodil nemenovany matematik,
ak vroku 1901 bol siet cifier roku jeho narodenia rovnaky akoceticifier
poctu dovtedy prezitych rokov ?
RieSenie:
Zamyslime sa, zZ@mime uvazovéa zapisové
Narodil sa v roku 18y, (X, ysu cifry, prirodzenéisla od 0 do 9) .
V roku 1901 mal (1901 — X§) rokov.
Ak by y> 1, octitanim rokov
1901
- 18xy

(9%) (11y) (prechod cez desiatku)



dostaneme cifry jeho veku §9-a (11y).

Potom by potla zadania tlohy malo plétl + 8 +x +y = (9%) + (11¥y),
teda x +y=5,5. Také prirodzenislax,y zrejme neexistuju.

Ak by y<1 (t.). bul’0alebol) po ocitani rokov

1 901
-1 8x vy

(10x) (1) (nie je prechod cez desiatku)
dostaneme cifry veku (1% a (1y).

Potommaplati 1 + 8 +x +y=(10 -x) + (1 -y), teda x+y=1.

Ak bude y =1, musi by x= 0. No vtedy by bolo 1901 — 1801 = 100, al&esu
cifier roku narodenia je 10 a&t cifier veku iba 1.

To nevyhovuje zadaniu ulohy.

ESte je moZnasy = 0. Vtedy musi byx = 1. Potom rok narodenia by bol 1810
a vek (v roku 1901) je 91 rokov, to vyhovuje 8+t+0=10, 9+1=10).
Nemenovany matematik sa narodil v roku 1810.

Zelajme si prijemne a zmysluplne prezité rdkyduce.

Vyznanie

Verim, Ze skoro kazdy zodpovedn§itel’ matematiky ma svojmu srdcu milé
zadania uloh, pri ktorych rieSeni vybadaju jehccizide ma zvlasrad nielen
niektoré postupy Skolskej matematiky, ale aj ®ofiakov. Pre seba i pre nich
citujem: Nie som Specialista v matematike, som len jej avditg’, negastnik
zamilovany do tejto najkrasnejSej z vi&d Valéry).
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